
ΣΡΙΓΩΝΟΜΕΣΡΙΚΟΙ ΝΟΜΟΙ ΚΑΙ ΑΦΑΝΕΙ 

ΣΡΙΓΩΝΟΜΕΣΡΙΚΕ ΧΕΕΙ 

Η ιζοδςναμία ηος νόμος ημιηόνων με ηο νόμο ηων ζςνημιηόνων 

 

Μηράιεο Κνληάθεο, Μηράιεο ακαηάο, Δκκαλνπέια Σζαγθαξάθε 

Τπεύζπλνο εθπαηδεπηηθόο: Γεκήηξεο Καιπθάθεο 

Πεηξακαηηθό Γεληθό Λύθεην Ηξαθιείνπ Κξήηεο 

 

 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

ηελ εξγαζία καο απηή απνδεηθλύνκε όηη ν λόκνο ησλ εκηηόλσλ είλαη ηζνδύλακνο κε ην 

λόκν ησλ ζπλεκηηόλσλ. Η ζρέζε απηή, δελ ηνλίδεηαη νύηε ζηα ζρνιηθά εγρεηξίδηα νύηε ζηε 

ππόινηπε βηβιηνγξαθία. Δίλαη ζπλεπώο κηα αθαλήο, πιελ όκσο πνιύ ζεκαληηθή ζρέζε. 

Πξαθηηθά ζεκαίλεη όηη, εάλ έλα γεσκεηξηθό πξόβιεκα κπνξεί λα επηιπζεί κε ρξήζε ηνπ 

ελόο λόκνπ, ηόηε κπνξεί λα επηιπζεί θαη κε ρξήζε ηνπ άιινπ λόκνπ, αλ θαη νη δύν 

πξνζεγγίζεηο πηζαλώο λα δηαθέξνπλ ζην κήθνο ή ηελ πνιππινθόηεηα ηεο απόδεημεο. Αθνύ 

πξώηα θάλνπκε κηα ζύληνκε αλαθνξά ζηελ ηζηνξηθή εμέιημε ησλ δύν λόκσλ, ζηε 

ζπλέρεηα ζα παξνπζηάζνπκε αλαιπηηθά ηελ απόδεημε ηεο ηζνδπλακίαο. 

 

1. Μια ιζηοπική αναδπομή ζηην εξέλιξη ηων δύο νόμων ηηρ ηπιγωνομεηπίαρ 

ύκθσλα κε ην λόκν ησλ εκηηόλσλ ζε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ νη ιόγνη ησλ πιεπξώλ πξνο ηα 

εκίηνλα ησλ απέλαληη γσληώλ είλαη ίζνη, δειαδή 

 
Σε ζπνπδαηόηεηα ησλ ιόγσλ απηώλ είρε δηαθξίλεη ν Έιιελαο αζηξνλόκνο Κιαύδηνο 

Πηνιεκαίνο (85κ.Υ.-165κ.Υ) ν νπνίνο ηνπο ρξεζηκνπνηνύζε, ζε ζπλδπαζκό κε πίλαθεο 

πνπ πεξηείραλ κήθε ρνξδώλ θύθινπ, γηα ηελ επίιπζε επίπεδσλ θαη ζθαηξηθώλ ηξηγώλσλ, 

όπσο είλαη απνηππσκέλν ζην κλεκεηώδεο έξγν ηνπ Μεγίστη Σύνταξη, γλσζηόηεξν σο 

Αλμαγέστη. Ο Πηνιεκαίνο ζηεξίρζεθε ζην έξγν ηνπ κεγάινπ αζηξνλόκνπ θαη 

καζεκαηηθνύ Ίππαξρνπ ηνπ Ρόδηνπ (190π.Υ.-120π.Υ.) ν νπνίνο ήηαλ ν πξώηνο πνπ 

ζπλέηαμε ηξηγσλνκεηξηθνύο πίλαθεο θαη αζρνιήζεθε κε επίπεδε θαη ζθαηξηθή 

ηξηγσλνκεηξία. 

 

Πηζαλόηαηα, ν πξώηνο πνπ δηαηύπσζε θαη απέδεημε κηα πξώηκε κνξθή ηνπ λόκνπ ησλ 

εκηηόλσλ, ήηαλ ν Ιλδόο καζεκαηηθόο Brahmagupta (598κ.Υ.-670κ.Υ.) ν νπνίνο ζε κηα 

εξγαζία ηνπ πάλσ ζε έλαλ θύθιν αθηίλαο R, πεξηγεγξακκέλν ζε ηξίγσλν ΑΒΓ, βξήθε όηη 

, ζρέζε πνπ ηζνδπλακεί κε ηελ ηζόηεηα ησλ ηξηώλ ιόγσλ. Απηόο όκσο πνπ ζηελ 

πξαγκαηηθόηεηα δηαηύπσζε ην λόκν ησλ εκηηόλσλ γηα επίπεδα ηξίγσλα, ήηαλ ν Άξαβαο 



καζεκαηηθόο Al-Biruni (973κ.Υ.-1048κ.Υ.) ηα έξγα ηνπ νπνίνπ κεηαθξάζηεθαλ αξγόηεξα 

ζηελ Δπξώπε.   

 

Ο λόκνο ησλ ζπλεκηηόλσλ ήηαλ γλσζηόο ζηνπο αξραίνπο Έιιελεο πνιύ πην πξηλ από ηνλ 

Πηνιεκαίν. Γηαηππώλεηαη κε ηε κνξθή πξνβνιώλ ζην Βηβιίν ΙΙ ησλ Στοισείων ηνπ 

Δπθιείδε (325π.Υ.-265π.Υ.) θαη ζπγθεθξηκέλα ζηε Πξόηαζε 12 (γηα ακβιπγώληα ηξίγσλα) 

θαη ζηε Πξόηαζε 13 (γηα νμπγώληα ηξίγσλα). Η αληίζηνηρε έθδνζε ηνπ λόκνπ ησλ 

ζπλεκηηόλσλ γηα ζθαηξηθά ηξίγσλα, απνδίδεηαη ζηνλ Άξαβα καζεκαηηθό  Al-Battani 

(868κ.Υ.-929κ.Υ.). Ο λόκνο ησλ ζπλεκηηόλσλ ζηε κνξθή  
, ζεσξείηαη όηη έγηλε γλσζηόο από ην Γάιιν καζεκαηηθό 

Francois Viete (1540-1603), κεηά ηελ θαζηέξσζε ηνπ αιγεβξηθνύ ζπκβνιηζκνύ.  

 

Να ζεκεησζεί όηη ηελ πεξίνδν ηεο Αλαγέλλεζεο, ν Γεξκαλόο καζεκαηηθόο θαη αζηξνλόκνο 

Johann Müller (1436-1476), γλσζηόο θαη σο Regiomontanus, ζπγθέληξσζε, νξγάλσζε θαη 

παξνπζίαζε εληαία θαη κεζνδηθά όιεο ηηο ππάξρνπζεο ηξηγσλνκεηξηθέο γλώζεηο, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ ηνπ λόκνπ εκηηόλσλ θαη ζπλεκηηόλσλ, ζηελ πεξίθεκε πξαγκαηεία 

ηνπ De triangulis omnimondis (πεξί ησλ πάζεο θύζεσο ηξηγώλσλ), κε ηξόπν πνπ ζύκηδε 

αξθεηά απηόλ κε ηνλ νπνίν ν Δπθιείδεο ζπλέγξαςε ηα Στοισεία ηνπ. Σν έξγν απηό ηνπ 

Regiomontanus, αλ θαη δελ ήηαλ γξακκέλν κε αιγεβξηθό ζπκβνιηζκό, απνηειεί ηε βάζε 

ζηελ νπνία εδξάδεηαη ε ηξηγσλνκεηξία ζήκεξα. 

 

 

 

2. Η απόδειξη ηηρ ιζοδςναμίαρ ηος νόμος ηων ημιηόνων με ηον νόμο ηων 

ζςνημιηόνων 

ηελ ελόηεηα απηή παξνπζηάδνπκε ηελ απόδεημε ηεο ηζνδπλακίαο ηνπ λόκνπ ησλ εκηηόλσλ 

κε ην λόκν ησλ ζπλεκηηόλσλ, ρξεζηκνπνηώληαο ηηο αθόινπζεο ηξηγσλνκεηξηθέο 

ηαπηόηεηεο: 

 

 

. 

 
 

Οη ηξεηο παξαπάλσ ηξηγσλνκεηξηθέο ηαπηόηεηεο, ζπλήζσο απνδεηθλύνληαη γεσκεηξηθά κε 

ρξήζε ηνπ Ππζαγόξεηνπ ζεσξήκαηνο, κπνξνύλ όκσο λα απνδεηρζνύλ θαη ρσξίο ηε ρξήζε 

ηνπ ζεσξήκαηνο απηνύ, θάλνληαο ρξήζε κνλάρα ηνπ νξηζκνύ ησλ ηξηγσλνκεηξηθώλ 

αξηζκώλ θαη ηερληθώλ δηαθνξηθνύ ινγηζκνύ. 

  

 

 



 

ΘΔΩΡΗΜΑ 

Σα παξαθάησ είλαη ηζνδύλακα: 

α) (Νόμορ σςνημιτόνων) ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρύεη 

 

 
. 

β) (Νόμορ ημιτόνων) ε θάζε ηξίγσλν ΑΒΓ ηζρύεη 

 
ΑΠΟΓΔΙΞΗ 

 Έζησ όηη ηζρύεη ε ζρέζε 

. 

Θα απνδείμνπκε όηη ν ιόγνο   είλαη ίζνο κε κηα έθθξαζε ζπκκεηξηθή σο πξνο α, β, γ. 

Έηζη ζα πξνθύςεη απηόκαηα ε ηζόηεηα  . 

Λύλνληαο σο πξνο  ηελ αξρηθή ζρέζε έρνπκε 

 

Τςώλνληαο θαη ηα δύν κέιε ζην ηεηξάγσλν έπεηαη 

 

ή ηζνδύλακα 

 

δειαδή 

 

Γηαηξώληαο θαη ηα δύν κέιε κε 2  έρνπκε 

 

όκσο  , άξα 



 

Παξαηεξνύκε όηη ην δεμί κέινο ηεο ηειεπηαίαο ηζόηεηαο είλαη πνζόηεηα ζπκκεηξηθή σο 

πξνο ηα α, β, γ. πλεπώο θάζε έλαο από ηνπο ιόγνπο , ,  είλαη ίζνο πξνο ηνλ 

αληίζηξνθν απηήο ηεο ζπκκεηξηθήο πνζόηεηαο θαη επνκέλσο κεηαμύ ηνπο ίζνη. 

 

 Έζησ όηη ηζρύεη ε ζρέζε 

 

όπνπ 0 . Θα απνδείμνπκε όηη  

 

Αληηθαζηζηώληαο , ,  ζηελ παξαπάλσ ζρέζε πξνθύπηεη 

ηζνδύλακα όηη 

. 

Γηαηξώληαο κε  θαη ιακβάλνληαο ππόςε όηη   έρνπκε 

, 

ή ηζνδύλακα 

. 

Αιιά 

 

 

νπόηε αληηθαζηζηώληαο αξθεί λα  δείμνπκε όηη   

, 

ή ηζνδύλακα 

 

, 

δειαδή, κεηά ηε δηαγξαθή ηνπ , 

. 

Όκσο ην δεμί κέινο ηεο ηειεπηαίαο ηζόηεηαο γξάθεηαη ηζνδύλακα 



 

 

, 

πνπ είλαη αθξηβώο ην αξηζηεξό κέινο.  

Όκνηα απνδεηθλύνληαη θαη νη άιιεο δύν ηζόηεηεο.    

Ο.Δ.Γ. 

                              

3. Εςσαπιζηίερ 

 

Δπραξηζηνύκε ζεξκά όινπο ηνπο παξαθάησ γηα ηελ εκπηζηνζύλε πνπ καο πεξηέβαιαλ: 

α) ηε ρνιηθή Δπηηξνπή ηνπ Πεηξακαηηθνύ Γεληθνύ Λπθείνπ Ηξαθιείνπ Κξήηεο, ηελ 

Διιεληθή Μαζεκαηηθή Δηαηξεία, ην Βηβιηνπσιείν Αιέθνπ Γνθηκάθε θαη ηα νύπεξ 

Μάξθεη «Υαιθηαδάθεο Α.Δ.» γηα ηελ νηθνλνκηθή  ππνζηήξημε πνπ καο παξείραλ 

β) ηελ Κππξηαθή Μαζεκαηηθή Δηαηξεία γηα ηε δπλαηόηεηα πνπ καο έδσζε λα 

ζπκκεηάζρνπκε κε ηελ παξνύζα εξγαζία ζην 5
ν
 Παγθύπξην Μαζεηηθό πλέδξην γηα ηα 

Μαζεκαηηθά  

γ) ηνλ θ. Νίθν Πξσηνπαππά γηα ηελ ππνζηήξημε θαη ηελ ζεξκόηαηε θηινμελία πνπ καο 

πξνζέθεξε ζηε Λεπθσζία. 
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