Μηχανή ταξινόμισης καρτών
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Συγγραφέας: Εργαστήριο Μαθηματικών Πρότυπων Πειραματικών Σχολείων Ηρακλείου

Ηλικίες: 12-17 ετών
Γνωστική περιοχή: Άλγεβρα: δυνάμεις, δυαδικό σύστημα αρίθμησης
Διάρκεια: 2 διδακτικές ώρες
Υλικά για την μηχανή και τις κάρτες: 15 κάρτες από χαρτόνια διάτρητες (παρέχεται αρχείο με σχέδια), ένα χαρτονένιο περίβλημα διάτρητο (το εξωτερικό στρώμα της μηχανής), 4 ξυλάκια λεπτά, αυτοκόλλητα, μαρκαδόροι.

Στόχοι:
Επιθυμούμε οι μαθητές να μάθουν
1. Να εντοπίσουν αριθμητικούς κανόνες στη λειτουργία της μηχανής και να την επεκτείνουν ώστε να ταξινομεί περισσότερες κάρτες.

2. Να συσχετίσουν τους αριθμητικούς κανόνες με το δυαδικό σύστημα αρίθμησης.
3. Να αναζητήσουν και άλλες εφαρμογές του δυαδικού συστήματος αρίθμησης που φαίνονται εξίσου «μαγικές».
Προαπαιτούμενες γώσεις:
Αριθμητικές πράξεις, δυνάμεις
Σκεπτικό:
Το δυαδικό σύστημα αρίθμησης εξασφαλίζει πως κάθε αριθμός μπορεί να γραφεί με μοναδικό τρόπο ως μια ακολουθία 0 και 1. Είναι γνωστό το πλεονέκτημα αυτό στην επιστήμη της πληροφρορικής.
Η «μηχανή ταξινόμισης καρτών» βασίζεται στην ίδια φιλοσοφία: Κάθε κάρτα εμφανίζει στο πάνω μέρος μια μοναδική ακολουθία κενών και τετραγώνων. Για παράδειγμα, η πρώτη κάρτα παρακάτω εμφανίζει την ακολουθία [κενό, τετράγωνο, κενό, τετράγωνο] που συμβολικά θα μπορούσε να παρασταθεί με τον δυαδικό αριθμό 0101, ενώ η  δεύτερη κάρτα εμφανίζει την ακολουθία [κενό, τετράγωνο, τετράγωνο, κενό] που παριστάνεται με τον δυαδικό αριθμό 0110. Συνεπώς, είναι λογικό να αριθμήσουμε την πρώτη κάρτα με τον αρθμό 5 (ο 0101 στο δυαδικό) και την δεύτερη κάρτα με τον αριθμό 6 (ο 0110 στο δυαδικό). 
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Κατ’ αυτόν τον τρόπο είναι δυνατόν να ταξινομηθούν οι κάρτες ως εξής:

Βήμα 1ο: Συγκεντρώνουμε όλες τις κάρτες σε ένα πάκο και τις τοποθετούμε στο εσωτερικό της μηχανής. Περνάμε τα 4 ξυλάκια, ώστε το καθένα να διαπερνά το μπρος και πίσω μέρος της μηχανής και τις κάρτες ενδιάμεσα. Κάθε φορά αφαιρούνται κάποια ξυλάκια ελευθερώνοντας μονάχα μια καρτέλα και έπειτα τα επανατοποθετούμε στη μηχανή. Στόχος είναι να πραγματοποιηθεί η διαδικασία έτσι ώστε να αφαιρείται πρώτα η κάρτα με το Νο 1, έπειτα η κάρτα με το Νο 2, η κάρτα με το Νο 3 κ.ο.κ.
Βήμα 2ο: Αφαιρούμε πρώτα το 1ο ξυλάκι από δεξιά, ελευθερώνεται η κάρτα με το Νο 1 και επανατοποθούμε το ξυλάκι.
Βήμα 3ο: Αφαιρούμε το 2ο ξυλάκι από δεξιά, ελευθερώεται η κάρτα με το Νο 2 και επανατοποθετούμε το ξυλάκι.

Βήμα 4ο: Αφαιρούμε το 1ο και 2ο ξυλάκι από δεξιά, ελευθερώνεται η κάρτα με το Νο 3 και επανατοποθετούμε τα ξυλάκια.

Βήμα 5ο: Αφαιρούμε το 3ο ξυλάκι από δεξιά, ελευθερώνεται η κάρτα με το Νο 4 και πανατοποθετούμε το ξυλάκι.
….

Όμως δεν επιθυμούμε απλώς να εντοπίσουν οι μαθητές μια διαδικασία που θα ταξινομεί τις κάρτες, αλλά και να επιτύχουν την επέκταση της ιδέας για την ταξινόμιση περισσότερων καρτών. Γι’ αυτό και οι και τους δίνονται μαζί με τις αριθμημένες κάρτες από το 1 ως το 8 και άλλες 7 μη αριθμημένες, στις οποίες θα πρέπει να αντιστοιχήσουν τους αριθμούς 9-15, έτσι ώστε η μηχανή να ταξινομεί συνολικά 15 κάρτες.
Προτεινόμενη διδακτική πορεία:

Φάση πρώτη: Αρχικά οι μαθητές πειραματίζονται με την μηχανή και τις 8 αριθμημένες κάρτες με στόχο να εντοπίσουν μια διαδικασία που θα τις ταξινομεί. Για το σκοπό αυτό ενθαρρύνονται να καταγράψουν με συστηματικό τρόπο την αλληλουχία των τετραγώνων στο επάνω μέρος κάθε κάρτας και να παρατηρήσουν το πώς αυτή μεταβάλεται από την μια κάρτα στην επόμενή της. (για παράδειγμα, παρατηρούν ότι μια κάρτα με μεγαλύτερο αριθμό έχει κάποιο τετραγωνάκι πιο αριστερά από μια κάρτα με μικρότερο αριθμό)
Φάση δεύτερη: Αφού οι μαθητές εντοπίσουν την διαδικασία ταξινόμισης για τις 8 κάρτες, την επεκτείνουν για 15, προσθέτοντας και τις υπόλοιπες 7 κάρτες τις οποίες προσπαθούν να αριθμήσουν κατάλληλα.

Φάσης τρίτη: Οι μαθητές μαθαίνουν για το δυαδικό σύστημα αρίθμησης και προσπαθούν να εντοπίσουν κάποιο συσχετισμό με την μηχανή ταξινόμησης.

Επέκταση: 

1. Αναζητώνται και άλλα παιχνίδια που βασίζονται στο δυαδικό σύστημα αρίθμησης http://www.mathmaniacs.org/lessons/01-binary/Magic_Trick/ 

2. Εξετάζονται και άλλοι τρόποι ταξινόμισης αριθμών όπως εδώ: http://computationaltales.blogspot.gr/2011/10/merge-sort-and-lines-of-kindergarteners.html 
Ανατροφοδότηση:

Η δραστηριότητα εφαρμόστηκε σε μαθητές της Α’ Τάξης του Πρότυπου Πειραματικού Λυκείου Ηρακλείου το Μάρτιο του 2011.  Οι μαθητές επέδειξαν μεγάλο ενδιαφέρον για τη μηχανή, μάλιστα κάποιος θέλησε να την πάρει και σπίτι του, ώστε να την μελετήσει πιο διεξοδικά.
Δεν περιμέναμε όμως πως η επέκταση θα έκρυβε παγίδες. Εύκολα έγινε η «λανθασμένη» αντιμετάθεση δύο αριθμών και η μηχανή παρόλα αυτά λειτουργούσε. Γι’ αυτό και στο ανανεωμένο φυλλάδιο θέτουμε ένα «θεμελιώδες ερώτημα» όπως το χαρακτηρήσαμε για την αποφυγή τέτοιων λαθών: το ερώτημα είναι: «αν παίρνατε δύο κάρτες στην τύχη, πώς θα καταλαβαίνατε σε ποια αντιστοιχεί ο μεγαλύτερος αριθμός»; Η απάντηση είναι πως η κάρτα με τον μεγαλύτερο αριθμό έχει τουλάχιστον ένα τετραγωνάκι πιο αριστερά από την άλλη κάρτα.
Πηγή:
Το Α1 στην Εστία Επιστημών του Πανεπιστημίου Κρήτης (Μάρτιος 2011) http://mathlab.mysch.gr/mathimata/2011_visit_A1.html 
