
Γεωμετρικές ακροβασίες 

1. Θεωρείςτε το ςφνολο των ηευγϊν       όλων των κετικϊν πραγματικϊν 

αρικμϊν x και y για τουσ οποίουσ ιςχφει             ό. 

i) Βρείτε το ηεφγοσ για το οποίο θ παράςταςθ    παίρνει μζγιςτθ τιμι. 

Υπολογίςτε τθ μζγιςτθ αυτι τιμι. 

ii) Βρείτε το ηεφγοσ εκείνο για το οποίο θ παράςταςθ       παίρνει ελάχιςτθ 

τιμι. Υπολογίςτε τθν ελάχιςτθ αυτι τιμι. 

 

2. Θεωρείςτε το ςφνολο των ηευγϊν       όλων των κετικϊν πραγματικϊν 

αρικμϊν x και y για τουσ οποίουσ ιςχφει             ό με    . Βρείτε 

το ηεφγοσ εκείνο για το οποίο θ παράςταςθ     παίρνει ελάχιςτθ τιμι και 

υπολογίςτε τθν ελάχιςτθ αυτι τιμι. 

Εκτέλεση 

1.  

i)  

Το  «καταςκεφαςμα» που κα επινοιςουμε κα πρζπει πρωταρχικά να υπακοφει ςτο 

ότι οι x και y μπορεί να παίρνουν όλεσ τισ τιμζσ ςτο διάςτθμα       και να 

ικανοποιοφν τθ ςχζςθ             ό. 

Αν πάρουμε ζνα ευκφγραμμο τμιμα ΒΓ μικουσ α και πάνω ς’ αυτό ζνα ςθμείο Σ το 

οποίο κινείται από το Β ςτο Γ κζτοντασ        και       , ζχουμε ικανοποιιςει 

τθν παραπάνω απαίτθςθ. 

Στθν όλθ όμωσ υπόκεςθ πρζπει κάπου να εμπλζξουμε και το γινόμενο           . 

Αυτό το γινόμενο δεν μπορεί να είναι μζτρο ενόσ ευκφγραμμου τμιματοσ, κα 

μποροφςε όμωσ να είναι το τετράγωνο του μζτρου ευκφγραμμου τμιματοσ. Το 

ευκφγραμμο αυτό τμιμα μπορεί να είναι το φψοσ επί τθσ υποτείνουςασ ΒΓ ενόσ 

ορκογϊνιου τριγϊνου ΑΒΓ και  το ίχνοσ αυτοφ του φψουσ να ςυμπίπτει με το ςθμείο 

Σ.  Όςο τϊρα το Σ κινείται, για να παραμζνει θ γωνία Α ορκι, κα πρζπει το ςθμείο Α 

να διαγράφει τόξο θμικφκλιου διαμζτρου ΒΓ και κζντρου Κ. 

Ζτςι φτάνουμε ςτο ςχιμα    

 



 

Από το ορκογϊνιο τρίγωνο ΑΒΓ ζχουμε                     , όπου 

     . Δθλαδι               που ςυμβαίνει, όταν το Α ςυμπζςει με το Μ 

και το τρίγωνο ΑΣΚ εκφυλιςτεί ςτο ευκφγραμμο τμιμα ΜΚ, πράγμα που φαίνεται 

ςτο επόμενο ςχιμα. 

Στο ςχιμα αυτό διαςαφθνίηεται ότι  

          
    

 
  

 

 
   

          
  

 
 

  

 

    

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

      

 

  

 



ii)  

 Ήδθ ζχει γίνει αρκετι δουλειά. Στο αρχικό ςχιμα βλζπουμε ότι             

                                                   

                

Απ’ όπου παίρνουμε 

                          

και με τθ βοικεια του τελευταίου ςχιματοσ, αφοφ παραλείψουμε κάποιεσ 

λεπτομζρειεσ που κινοφνται ςτθ ςφαίρα του αυτονόθτου, παίρνουμε 

           
  

 
 

που προκφπτει κζτοντασ  

          
    

 
  

 

 
 

2.  

 Κινοφμενοι γφρω από τον ίδιο άξονα ςκζψθσ με τα προθγοφμενα οδθγοφμαςτε ςτο 

ακόλουκο «δυναμικό» ςχιμα: 

Στο ςχιμα αυτό ζχουμε ςχεδιάςει δυο παράλλθλεσ ευκείεσ που απζχουν μεταξφ 

τουσ απόςταςθ μικουσ β. Στο ςτακερό ςθμείο Α τθσ «κάτω» παραλλιλου ζχουμε 

τοποκετιςει τθν κορυφι Α τθσ ορκισ γωνίασ     θ οποία ςτρζφεται, ϊςτε θ τιμι 

τθσ γωνίασ ςτροφισ φ να διατρζχει το διάςτθμα    
 

 
 . Οι πλευρζσ τθσ ορκισ 

γωνίασ τζμνουν τθν «πάνω» παράλλθλο ςτα ςθμεία Β και Γ.  Επίςθσ ςτο ςχιμα 

φαίνονται το φψοσ ΑΣ και θ διάμεςοσ ΑΚ του ορκογωνίου τριγϊνου ΒΑΓ. 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 



Είναι προφανζσ ότι, κακϊσ θ γωνία φ από ςχεδόν μθδενικι τείνει να γίνει ορκι, τα 

μζτρα (ΒΣ)= x και (ΓΣ)=y  παίρνουν όλεσ τισ τιμζσ του διαςτιματοσ       και 

ταυτόχρονα ικανοποιοφν τθ ςχζςθ             

Όμωσ «θ διάμεςοσ προσ τθν υποτείνουςα ορκογωνίου τριγϊνου ιςοφται με το μιςό 

τθσ υποτείνουςασ»  οπότε 

         . 

Η τελευταία ςχζςθ μάσ λζει ότι το άκροιςμα     γίνεται ελάχιςτο, όταν το μζτρο 

τθσ διαμζςου ΑΚ γίνει ελάχιςτο, που ςυμβαίνει, όταν θ διάμεςοσ αυτι ςυμπζςει με 

το φψοσ ΑΣ.  

Όμωσ, επειδι «μια εικόνα αξίηει όςο χίλιεσ λζξεισ», προχωράμε ςτο παρακάτω 

ςχιμα.  

Το ορκογϊνιο μασ τρίγωνο τϊρα ζγινε και ιςοςκελζσ που χωρίηεται από το φψοσ ΑΣ 

που είναι πλζον και διάμεςοσ ςε δφο ίςα ορκογϊνια και ιςοςκελι τρίγωνα. 

Αλλά τζρμα τα λόγια. 

              

            

Όμωσ κα ‘κελα να τελειϊςω με ζνα «ακροβατικό Γεωμετρικό γφμναςμα» που ζχει 

μια «ταπεινι» αλλά ενδιαφζρουςα ιςτορία. 

Η ιστορία 

Αρχικά είχα ςκεφτεί κάτι διαφορετικό  για να υπολογίςω γεωμετρικά το          

όταν             ό. Κατζλθγα ςτθ ςωςτι απάντθςθ, αλλά θ λφςθ δεν ιταν 

  

 

  

 

  

 

  

 

    

 

  

 



πλιρθσ. Το αποτζλεςμα ιταν απλά να «φτιαχτεί» ζνα ενδιαφζρον πρόβλθμα – 

γφμναςμα. 

Το γύμνασμα 

Δίδεται κφκλοσ ακτίνασ μζτρου  
 

 
 και κζντρου Κ. Εντόσ του κφκλου δίνεται ςτακερό 

ςθμείο Σ για το οποίο          
  

 
  με     . Φζρουμε μια τυχαία χορδι ΒΓ θ 

οποία διζρχεται από το Σ.  

i) Αποδείξτε ότι το γινόμενο           είναι ςτακερό και υπολογίςτε τθν τιμι 

του. 

ii) Βρείτε ςε ποια κζςθ θ ΒΓ ζχει ελάχιςτο μζτρο και υπολογίςτε το μζτρο αυτό. 

 

Ακροβάτθςα εκτελοφςα «γφμναςμα» υψθλοφ βακμοφ δυςκολίασ, ζνεκα του βάρουσ του 

απαιτοφμενου εξοπλιςμοφ (κανόνασ και διαβιτθσ)   


