
1. ΣΙΣΛΟ ΕΝΑΡΙΟΤ 

Δπίιπζε πξνβιεκάησλ κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο ηηκήο κε ρξήζε δπλακηθώλ 

γεσκεηξηθώλ αληηθεηκέλσλ. 

 

2. ΣΑΤΣΟΣΗΣΑ ΕΝΑΡΙΟΤ 

ςγγπαθέαρ:  

Γεκήηξηνο Καιπθάθεο 

 

Γνωζηική πεπιοσή μαθημαηικών:  

Άιγεβξα Α΄ Σάμεο Γεληθνύ Λπθείνπ. 

 

Θέμα:  

Σν πξνηεηλόκελν ζέκα αθνξά ηελ δηεξεύλεζε θαη επίιπζε δύν πξνβιεκάησλ 

κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο ηηκήο. πγθεθξηκέλα: 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 1. Να βξεζεί ε κέγηζηε θαη ε ειάρηζηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ  ώζηε ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο     κε ηύπν   λα έρεη έλα ή 

θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ άμνλα . 

ΠΡΟΒΛΖΜΑ 2. Από ηα νξζνγώληα παξαιιειόγξακκα κε ζηαζεξή πεξίκεηξν ίζε κε 

8cm, λα βξεζεί εθείλν πνπ έρεη ην κέγηζην εκβαδόλ. 

 

Σεσνολογικά επγαλεία:  

Σν ζελάξην πξνηείλεηαη λα πινπνηεζεί κε ην ινγηζκηθό Geogebra. 

 

3. ΚΕΠΣΙΚΟ ΕΝΑΡΙΟΤ 

Βαζική ιδέα: 

Ζ ιύζε νξηζκέλσλ πξνβιεκάησλ κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο ηηκήο αλάγεηαη ζηε κειέηε 

ηεο πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο δεπηέξνπ βαζκνύ, νπζηαζηηθά δειαδή ζηε ζεσξία ηνπ 

ηξησλύκνπ. Σόζν ε ιύζε όζν θαη ε κεζνδνινγία  γηα λα θαηαιήμεη θάπνηνο ζηε ιύζε 

απηή, είλαη δπλαηόλ λα νπηηθνπνηεζεί αλ ε δηδαζθαιία ππνζηεξηρζεί από έλα 

δηεξεπλεηηθό ινγηζκηθό ην νπνίν έρεη ραξαθηεξηζηηθά CAS. 

 

Πποζηιθέμενη αξία: 

ηε ζπλεζηζκέλε δηδαζθαιία, ηα δύν απηά πξνβιήκαηα πνπ δηαπξαγκαηεπόκαζηε 

ιύλνληαη κε θαζαξά αιγεβξηθά κέζα (π.ρ. πξόζεκν ηξησλύκνπ) ή ρξεζηκνπνηώληαο 

ην πνιύ θάπνηα ζηαηηθή εηθόλα (π.ρ. ηε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο παξαβνιήο). Ζ 



επηινγή όκσο ηεο θαηάιιειεο αιγεβξηθήο κεζόδνπ δελ είλαη θάηη ην πξνθαλέο. 

Κπξίσο γηα ην ιόγν όηη ηα πξνβιήκαηα απηά είλαη αλνηθηνύ ηύπνπ θαη άξα δελ 

παξέρνπλ ζηνλ ππνςήθην ιύηε ηελ απάληεζε, νύηε ππνδεηθλύνπλ ηε κέζνδν ιύζεο. 

Ζ πξνζέγγηζε πνπ επηρεηξείηαη ζην ζελάξην απηό, κε ηελ αμηνπνίεζε ηνπ ινγηζκηθνύ 

Geogebra, έρεη ηδηαίηεξε δηδαθηηθή αμία δηόηη επηηξέπεη όρη κόλν ηελ νπηηθνπνηήζε 

ησλ πξνβιεκάησλ, αιιά θαη ηνλ πεηξακαηηζκό θαζώο θαη ηε δεκηνπξγία εηθαζηώλ 

ζρεηηθά κε ηηο πηζαλέο ιύζεηο. Δηδηθά ζην πξόβιεκα 2, ππνδεηθλύεη θαη ηε κέζνδν 

ιύζεο.  

Ζ επίιπζε ησλ δύν πξνβιεκάησλ πινπνηείηαη κε ρξήζε δπλακηθώλ γεσκεηξηθώλ 

αληηθεηκέλσλ. ην πξώην πξόβιεκα ηα γεσκεηξηθά αληηθείκελα είλαη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ζπλαξηήζεσλ, ελώ ζην δε δεύηεξν πξόβιεκα είλαη ζεκεία. 

πγθεθξηκέλα, κέζα από ηε δεκηνπξγία ηνπ ίρλνπο ελόο θαηάιιεινπ ζεκείνπ ή από 

ηε δεκηνπξγία ηνπ γεσκεηξηθνύ ηνπ ηόπνπ (Δηθόλα 1) αλαδεηθλύεηαη κηα 

ζπγθεθξηκέλε παξαβνιή θαη θαη’ απηόλ ηνλ ηξόπν ππνδεηθλύεηαη ε αλαγσγή ηνπ 

πξνβιήκαηνο ζηε κειέηε κηαο ζπγθξηκέλεο πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο δεπηέξνπ 

βαζκνύ, αμηνπνηώληαο κε έλα πνιύ δπλακηθό ηξόπν ηε δπλαηόηεηα ησλ πνιιαπιώλ 

αλαπαξαζηάζεσλ ηνπ ινγηζκηθνύ Geogebra. 

 

                          

Δηθόλα 1: Γεκηνπξγία γεσκεηξηθνύ ηόπνπ ηνπ ζεκείνπ Μ σο πξνο ην ζεκείν Γ, θαηά 

ηε δηεξεύλεζε ηνπ πξνβιήκαηνο 2  

 



Οη καζεηέο ζα δηαπξαγκαηεπηνύλ θαη ζα δηεξεπλήζνπλ κέζα από πνιιαπιέο 

αλαπαξαζηάζεηο ηα πξνβιήκαηα, ζπλεξγαδόκελνη κεηαμύ ηνπο θαη κε ηνλ δηδάζθνληα 

ώζηε ε αίζνπζα λα κεηαηξαπεί ζε έλα εξγαζηήξην καζεκαηηθώλ δξαζηεξηνηήησλ. 

 

4. ΠΛΑΙΙΟ ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

ε ποιοςρ απεςθύνεηαι: 

Σν ζελάξην απεπζύλεηαη ζε καζεηέο ηεο Α΄ ηάμεο Γεληθνύ Λπθείνπ. 

 

Χπόνορ ςλοποίηζηρ: 

Γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ ζελαξίνπ εθηηκάηαη όηη απαηηνύληαη 3-4 δηδαθηηθέο ώξεο 

 

Χώπορ ςλοποίηζηρ: 

Σν ζελάξην πξνηείλεηαη λα δηεμαρζεί εμ νινθιήξνπ ζε εξγαζηήξην ππνινγηζηώλ κε 

ηνπιάρηζηνλ 10 ηεξκαηηθά ώζηε νη καζεηέο λα ζπλεξγαζηνύλ ζε νκάδεο ησλ ηξηώλ, 

ζηνπο ππνινγηζηέο θαη επί ηε βάζε θαηάιιεισλ θύιισλ εξγαζίαο. Ζ επηινγή από ηνλ 

δηδάζθνληα λα πινπνηήζεη ην ζελάξην ζηελ αίζνπζα δηδαζθαιίαο κε ηε ρξήζε 

βηληενπξνβνιέα ζα αθύξσλε κεγάιν κέξνο ηεο πξνζηηζέκελεο αμίαο. 

 

Πποαπαιηούμενερ γνώζειρ: 

Ωο πξνο ηα καζεκαηηθά νη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ: 

Σε ζεσξία ηνπ ηξησλύκνπ. 

Σελ έλλνηα ηεο κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο ηηκήο ζπλάξηεζεο. 

Σε κειέηε ησλ ζπλαξηήζσλ  θαη  . 

Ωο πξνο ηελ ηερλνινγία νη καζεηέο ζα πξέπεη λα γλσξίδνπλ ηηο απαηηνύκελεο 

ιεηηνπξγηθόηεηεο θαη ηηο βαζηθέο ιεηηνπξγίεο ηνπ πξνγξάκκαηνο Geogebra. 

πγθεθξηκέλα: 

Σε δεκηνπξγία δξνκέα. 

Σε δεκηνπξγία γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ. 

Σε δεκηνπξγία ζεκείνπ όηαλ είλαη γλσζηέο νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ. 

Σε δεκηνπξγία ίρλνπο ζεκείνπ. 

Σε δεκηνπξγία γεσκεηξηθνύ ηόπνπ ζεκείνπ. 

 

Απαιηούμενα βοηθηηικά ςλικά και επγαλεία: 

Οη καζεηέο θξίλεηαη ζθόπηκν λα δηαζέηνπλ: α) ηεηξάδην, ώζηε λα θξαηνύλ ζεκεηώζεηο 

γηα ηελ πνξεία ηεο δηεξεύλεζεο θαη λα θαηαγξάθνπλ ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπο, β) 



βηβιίν, γηα λα αλαηξέρνπλ ζε απηό γηα ήδε δηδαγκέλεο έλλνηεο, γ) θύιια εξγαζίαο, ηα 

νπνία δίδνληαη από ηνλ θαζεγεηή θαη έρνπλ σο ζηόρν λα θαζνδεγνύλ ηνπο καζεηέο 

ζηε δηεξεύλεζε ησλ δηαθόξσλ εξσηεκάησλ θαη δ) νδεγίεο ρξήζεο ηνπ 

ρξεζηκνπνηνύκελνπ ινγηζκηθνύ πνπ ζα δνζνύλ από ηνλ εθπαηδεπηηθό. 

 

Κοινωνική ενοπσήζηπωζη ηηρ ηάξηρ: 

Ο δηδάζθσλ ζηε δηάξθεηα ηεο πινπνίεζεο ηνπ ζελαξίνπ ζα πξέπεη λα ειέγρεη ηα 

ζπκπεξάζκαηα ησλ καζεηώλ, λα δηεπθνιύλεη ηελ επηρεηξεκαηνινγία, λα πξνθαιεί 

ζπδεηήζεηο ζηελ νινκέιεηα ηεο ηάμεο θαη λα ελζαξξύλεη ηνπο καζεηέο λα ζπλερίζνπλ 

ηελ δηεξεύλεζε. 

Οη καζεηέο εξγάδνληαη ζε νκάδεο ησλ ηξηώλ αηόκσλ ζηηο ζέζεηο εξγαζίαο 

θαζνδεγνύκελνη από ην θύιιν εξγαζίαο, ην νπνίν ζα πξέπεη λα αθήλεη κηα αξθεηά 

κεγάιε ειεπζεξία ώζηε νη καζεηέο λα ζέηνπλ ηα δηθά ηνπο εξσηήκαηα θαη λα 

απαληνύλ ζε απηά ζπλεξγαηηθά. Οη καζεηέο ρξεζηκνπνηνύλ ην ινγηζκηθό σο λνεηηθό 

εξγαιείν. Γηελεξγνύλ κε απηό κηθξνπεηξακαηηζκνύο, θαη νδεγνύληαη κέζσ ηεο 

παξαηήξεζεο ζε εηθαζίεο, ζπκπεξάζκαηα ή γεληθεύζεηο, ηα νπνία κπνξνύλ θαη 

ειέγρνπλ άκεζα. Μεηαβάιινληαη δειαδή από παζεηηθνύο δέθηεο γλώζεσλ ζε κηθξνύο 

εξεπλεηέο. 

 

ηόσοι:  

Από ηελ παηδαγσγηθή πιεπξά, νη καζεηέο: 

Θα κάζνπλ λα πεηξακαηίδνληαη κε ηηο πεξηερόκελεο καζεκαηηθέο έλλνηεο (γξαθηθή 

παξάζηαζε ζπλάξηεζεο, κέγηζηε ειάρηζηε ηηκή, παξάκεηξνο, θ.ιπ.) ζέηνληαο 

εξσηήκαηα θαη δηαηππώλνληαο εηθαζίεο.  

Θα κάζνπλ λα νξγαλώλνπλ ηα δεδνκέλα ηνπο από ηελ δηεξεύλεζε ώζηε λα 

δηεπθνιπλζνύλ ζηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ θαη ηελ ηειηθή επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 

Θα κάζνπλ λα ζπλεξγάδνληαη κε ηα άιια κέιε ηεο νκάδαο ηνπο, λα ζπδεηνύλ ηηο 

παξαηεξήζεηο ηνπο, λα δηαηππώλνπλ ζπκπεξάζκαηα, θαλόλεο ή εηθαζίεο, λα 

θαηαζθεπάδνπλ ζρέζεηο, λα ζπλδένπλ κεγέζε θαη λα παξνπζηάζνπλ ηελ εξγαζία ηνπο 

ζηηο άιιεο νκάδεο.  

Από ηε δηδαθηηθή πιεπξά, ν απώηεξνο ζηόρνο είλαη: 

Ζ αλαθάιπςε, δηεξεύλεζε, θαηαλόεζε θαη εθαξκνγή βαζηθώλ πηπρώλ πνπ αθνξνύλ 

πξνβιήκαηα κέγηζηεο θαη ειάρηζηεο ηηκήο.  



Ο εληνπηζκόο ησλ νξίσλ κεηαμύ δηεξεύλεζεο θαη απόδεημεο. 

Να δνζεί ζηνπο καζεηέο ε δπλαηόηεηα λα εκβαζύλνπλ ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ 

θαη παξάιιεια λα δηεξεπλήζνπλ ην πώο κπνξνύλ λα αμηνπνηήζνπλ ηελ εκπεηξία απηή 

γηα λα θαηαζθεπάζνπλ ή λα ιύζνπλ δηθά ηνπο πξνβιήκαηα. 

 

5. ΑΝΑΛΤΗ ΣΟΤ ΕΝΑΡΙΟΤ 

Ροή εθαπμογήρ ηων δπαζηηπιοηήηων: 

Σν ζελάξην νξγαλώλεηαη πάλσ ζε δύν θύιια εξγαζίαο. Σν πξώην θύιιν εξγαζίαο 

αθνξά ηε δηεξεύλεζε θαη επίιπζε ηνπ 1
νπ

 Πξνβιήκαηνο, ελώ ην δεύηεξν θύιιν 

εξγαζίαο αθνξά ηε δηεξεύλεζε θαη επίιπζε ηνπ 2
νπ

 Πξνβιήκαηνο. Ζ ξνή ησλ 

δξαζηεξηνηήησλ έρεη σο εμήο: 

 

1
ε
 Φάζε:   Γηεξεύλεζε θαη επίιπζε ηνπ 1

νπ
 Πξνβιήκαηνο. 

 

Ζ δηαπξαγκάηεπζε ηνπ πξώηνπ πξνβιήκαηνο γίλεηαη ζύκθσλα κε ην παξαθάησ 

ελδεηθηηθό θύιιν εξγαζίαο 1. Σν δεηνύκελν είλαη νη καζεηέο λα βξνπλ ηε κέγηζηε θαη 

ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ  ώζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο     

κε ηύπν   λα έρεη έλα ή θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ άμνλα . 

 

ηηο δξαζηεξηόηεηεο 1 – 5 νη καζεηέο θαηαζθεπάδνπλ δξνκέα  θαη ηελ παξαβνιή 

. Καζώο κεηαβάιινπλ ηηο ηηκέο ηνπ δξνκέα  παξαηεξνύλ ηε 

θακπύιε ηνπο λα κεηαθηλείηαη ρσξίο λα παξακνξθώλεηαη. Δζηηάδνληαο ζηηο ζρεηηθέο 

ζέζεηο ηεο παξαβνιήο κε ηνλ άμνλα  (Δηθόλα 2) δηαπηζηώλνπλ όηη όηαλ ην  

θπκαίλεηαη από 0 έσο 4, ηόηε ε παξαβνιή έρεη έλα ή θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ 

άμνλα  . 

 



                       

                  Δηθόλα 2:  Ζ παξαβνιή , γηα . 

 

Σν εξώηεκα πνπ ηίζεηαη είλαη εάλ ην δηάζηεκα [0, 4] θαιύπηεη όια ηα α κε απηήλ ηελ 

ηδηόηεηα, δειαδή ε παξαβνιή λα έρεη έλα ή θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ άμνλα . Ζ 

δηεξεύλεζή ηνπ γίλεηαη κε ην ινγηζκηθό, όκσο ε επηβεβαίσζε ζα πξαγκαηνπνηεζεί 

κέζσ ηεο απνδεηθηηθήο δηαδηθαζίαο πνπ νξγαλώλεηαη ζηελ 5
ε
 δξαζηεξηόηεηα. 

 

Δδώ, ζα ζέιακε λα δώζνπκε έκθαζε ζηνλ αλνηρηό ηξόπν πνπ δηαηππώζεθε ην 

πξόβιεκα θαη πνπ επηηξέπεη ηελ δηεξεύλεζε πνπ πεξηγξάςακε, ζε αληηδηαζηνιή κε 

ηνλ θιεηζηό ηξόπν πνπ ζπλαληάκε ζηα ζρνιηθά βηβιία, όπνπ ε δηαηύπσζε ζα ήηαλ 

πεξίπνπ σο εμήο: «Να αποδείξεηε όηι η γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςνάπηηζηρ 

 έσει ένα ή κανένα κοινό ζημείο με ηον άξονα  αν και μόνο αν 

». 

 

Φύλλο εργασίας 1 

 

ΣΟ ΠΡΟΒΛΖΜΑ: Να βξείηε ηελ κέγηζηε θαη ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ  

ώζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο     κε ηύπν   λα 

έρεη έλα ή θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ άμνλα . 

 

ΜΔΡΟ Α΄: Γιεπεύνηζη ηος πποβλήμαηορ, διαηύπωζη εικαζίαρ 

 

Γπαζηηπιόηηηα 1. 

Αλνίμηε έλα λέν αξρείν ηνπ ινγηζκηθνύ Geogebra. 

 

Γπαζηηπιόηηηα 2. 



Γεκηνπξγήζηε έλαλ δξνκέα γηα ηελ παξάκεηξν  , κε εύξνο κεηαβνιήο από -10 κέρξη 

10 θαη αύμεζε θαηά 0.1. ρεδηάζηε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο κε ηύπν 

, εηζάγνληαο ηνλ ηύπν ζηελ γξακκή εηζαγσγήο. 

 

Γπαζηηπιόηηηα 3. 

Μεηαβάιεηε ην δξνκέα, θαηά ζπλερή ηξόπν, από -10 κέρξη 10 θαη πξνζδηνξίζηε ηηο 

ηηκέο ηνπ  γηα ηηο νπνίεο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  f :  

 

α) έρεη αθξηβώο έλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ άμνλα . 

………………………………………………………………………………………...... 

 

 β)  δελ έρεη θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ άμνλα . 

………………………………………………………………………………………...... 

 

γ)  έρεη αθξηβώο δύν θνηλά ζεκεία κε ηνλ άμνλα . 

………………………………………………………………………………………...... 

 

Τπάξρνπλ ηηκέο ηνπ  γηα ηηο νπνίεο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  f  έρεη 

πεξηζζόηεξα από δύν θνηλά ζεκεία κε ηνλ άμνλα ; 

…………………………………………………………………………………………. 

 

Με βάζε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ θάλαηε, πνηα πηζηεύεηε όηη είλαη  ε κέγηζηε θαη πνηα ε 

ειάρηζηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ , ώζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο     λα 

έρεη έλα ή θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ άμνλα ;  

 κέγηζηε ηηκή ηνπ   = ………………… 

 ειάρηζηε ηηκή ηνπ  = ………………… 

 

Δηδηθόηεξα, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο     έρεη έλα ή θαλέλα θνηλό 

ζεκείν κε ηνλ άμνλα  όηαλ  ην    αλήθεη ζην ζύλνιν    Α = …………………. 

 

Γπαζηηπιόηηηα 4. 

Μήπσο, αλ απμήζνπκε ην εύξνο κεηαβνιήο ηεο παξακέηξνπ , κπνξεί λα αιιάμεη ην 

ζύλνιν Α;  Πνηα είλαη ε γλώκε ζαο; Πεηξακαηηζηείηε!  

 

………………………………………………………………………………………… 

 

…………………………………………………………………………………………. 

 

 

ΜΔΡΟ B΄: Απόδειξη ηηρ εικαζίαρ και λύζη ηος πποβλήμαηορ 

 

Γπαζηηπιόηηηα 5. 

Γηαηππώζηε κηα ηθαλή θαη αλαγθαία (αιγεβξηθή) ζπλζήθε ώζηε ε γξαθηθή 

παξάζηαζε κηαο πνιπσλπκηθήο ζπλάξηεζεο  δεπηέξνπ βαζκνύ λα έρεη έλα ή θαλέλα 

θνηλό ζεκείν κε ηνλ άμνλα : 

 

………………………………………………………………………………………… 

 



Υξεζηκνπνηήζηε ηελ παξαπάλσ ζπλζήθε πξνθεηκέλνπ λα απνδείμεηε όηη: αλ ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο    κε ηύπν   έρεη έλα ή 

θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ άμνλα , ηόηε ην   αλήθεη ζην ζύλνιν Α πνπ έρεηε 

εηθάζεη πξνεγνπκέλσο (δξαζηεξηόηεηα 3). 

 

 

 

 

 

 

 

Δπγαζία για ηο ζπίηι 

 

Άζκηζη 1. Να βξείηε ηελ κέγηζηε θαη ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ  ώζηε ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο     κε ηύπν   λα έρεη έλα 

ή θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ άμνλα . 

Άζκηζη 2. Να βξείηε ηελ κέγηζηε θαη ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ  ώζηε ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο     κε ηύπν   λα έρεη έλα 

ή θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ άμνλα . (Πξνζνρή: ε πεξίπησζε  δελ εκπίπηεη 

ζηε ζεσξία ηνπ ηξησλύκνπ) 

Άζκηζη 3. Γίδεηαη ε ζπλάξηεζε    κε ηύπν . Να 

εμεηάζεηε θαηά πόζν ππάξρεη  κέγηζηε ή ειάρηζηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ  ώζηε ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο    λα έρεη έλα ή θαλέλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ 

άμνλα . 

  

 

2
ε
 Φάζε: Δληνπηζκόο ησλ νξίσλ κεηαμύ δηεξεύλεζεο θαη απόδεημεο.  

 

Κξίλεηαη ζθόπηκν λα αθηεξσζεί ρξόλνο γηα λα ζπδεηεζνύλ (κε ρξήζε ηνπ ινγηζκηθνύ 

Geogebra) νη αζθήζεηο 2, 3 πνπ δόζεθαλ σο εξγαζία γηα ην ζπίηη ζην θύιιν εξγαζίαο 

1. Σν ελδηαθέξνλ ζηελ άζθεζε 2 είλαη όηη ν ηύπνο   δελ 

αλαπαξηζηά παξαβνιή γηα όιεο ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ , θάηη ην νπνίν γίλεηαη 

ακέζσο αληηιεπηό κέζα από ηε δπλαηόηεηα νπηηθνπνίεζεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

πνπ παξέρεη ην ινγηζκηθό. Ζ άζθεζε 3, θαηά ηελ άπνςή καο, ζα βνεζήζεη ηνπο 

καζεηέο λα θαηαλνήζνπλ ηα όξηα κεηαμύ δηεξεύλεζεο θαη απόδεημεο. Δδώ ε 

δηαθξίλνπζα είλαη κόληκα ζεηηθή θαη άξα δελ ππάξρεη ηηκή ηεο παξακέηξνπ  ώζηε ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο    λα έρεη ην πνιύ έλα θνηλό ζεκείν κε ηνλ 

άμνλα . Από ηελ άιιε κεξηά, ε νζόλε  θαη ν δξνκέαο δελ κπνξεί λα δώζεη 

επνπηεία γηα όιεο ηηο ηηκέο ηνπ . Καηά ζπλέπεηα, ε δπλαηόηεηα πνπ καο παξέρεη εδώ 

ε ηερλνινγία δελ είλαη αξθεηή γηα λα δηαηππώζνπκε κε βεβαηόηεηα ηελ εηθαζία ηεο 

κε ύπαξμεο, νύηε ππνδεηθλύεη θάπνηα κεζνδνινγία γηα ηελ επίιπζε ηνπ 



πξνβιήκαηνο. Απηό άιισζηε θάλεθε θαη από ηελ δξαζηεξηόηεηα 4 ζην θύιιν 

εξγαζίαο 1. Αθξηβώο απηή ε αβεβαηόηεηα, νδεγεί ζηελ αλάγθε εμεύξεζεο απόδεημεο. 

ηε 3ε θάζε πνπ αθνινπζεί νη καζεηέο ζα δηαπηζηώζνπλ όηη ππάξρνπλ πεξηπηώζεηο 

πνπ είλαη δπλαηόλ ε δηεξεύλεζε λα ππνδείμεη κεζνδνινγία γηα ηελ αθξηβή επίιπζε 

ελόο πξνβιήκαηνο. 

 

3
ε
 Φάζε: Γηεξεύλεζε θαη επίιπζε ηνπ 2

νπ
 Πξνβιήκαηνο. 

 

Ζ δηαπξαγκάηεπζε ηνπ δεύηεξνπ πξνβιήκαηνο γίλεηαη ζύκθσλα κε ην παξαθάησ 

ελδεηθηηθό θύιιν εξγαζίαο 2. Εεηνύκελν είλαη λα εληνπίζνπλ νη καζεηέο ηηο 

δηαζηάζεηο ελόο νξζνγσλίνπ πνπ έρεη πεξίκεηξν 8cm θαη κέγηζην εκβαδόλ. 

 

Αξρηθά νη καζεηέο ζρεδηάδνπλ ζε ηεηξαγσληζκέλν πιέγκα κεξηθά νξζνγώληα κε 

πεξίκεηξν 8cm θαη παξαηεξνύλ όηη δελ έρνπλ όια ην ίδην εκβαδόλ (δξαζηεξηόηεηα 

1). Θα κπνξνύζε λα ππάξμεη θάπνην κε κέγηζην εκβαδόλ; Ση δηαζηάζεηο ζα είρε απηό; 

Γηα ηελ απάληεζε ηνπ εξσηήκαηνο, νη καζεηέο θαινύληαη λα απαληήζνπλ ζε έλα 

ηζνδύλακν εξώηεκα επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ. Αλ παξαζηήζνπκε κε δηαδνρηθά 

ηκήκαηα ην κήθνο θαη ην πιάηνο ησλ παξαπάλσ νξζνγσλίσλ, ηόηε απηά έρνπλ 

ζηαζεξό άζξνηζκα ίζν κε 4cm θαη ην δεηνύκελν είλαη λα κειεηήζνπλ πόηε ην 

γηλόκελν ησλ ηκεκάησλ γίλεηαη κέγηζην (επζεηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο). 

 

Έηζη, ζηελ 3
ε
 δξαζηεξηόηεηα θαηαζθεπάδνπλ ηκήκα ΑΒ κήθνπο 4cm θαη παίξλνπλ 

ζεκείν Γ ζην εζσηεξηθό ηνπ. Σόηε ηα ηκήκαηα ΑΓ θαη ΓΒ παίδνπλ ηνλ ξόιν ησλ 

δηαζηάζεσλ ηνπ νξζνγσλίνπ θαη ζέινπκε λα δνύκε πώο αιιάδεη ην γηλόκελό ηνπο. Γηα 

ηνλ ιόγν απηό, νη καζεηέο θαηαζθεπάδνπλ ζεκείν Μ κε ηεηκεκέλε ην ΑΓ θαη 

ηεηαγκέλε ην γηλόκελν . Καζώο ζέξλνπλ ην ζεκείν Γ επί ηνπ ΑΒ, ην Μ 

αιιάδεη ζέζε. Δλεξγνπνηώληαο ην ίρλνο ηνπ (ή παίξλνληαο ηνλ γεσκεηξηθό ηνπ ηόπν 

σο πξνο ην Γ) παξαηεξνύλ όηη ην Μ δηαγξάθεη κηα παξαβνιή (δξαζηεξηόηεηα 4), 

όπσο θαίλεηαη θαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 



                                 

 

Δηθόλα 3: Γεκηνπξγία ίρλνπο ζεκείνπ, θαηά ηε δηεξεύλεζε ηνπ πξνβιήκαηνο 2  

 

Οη καζεηέο αλακέλεηαη λα εζηηάζνπλ ηελ πξνζνρή ηνπο ζηελ θνξπθή ηεο παξαβνιήο 

πνπ είλαη ην ζεκείν (2, 4) γηα λα δηαηππώζνπλ ηελ εηθαζία όηη «από όλα ηα οπθογώνια 

πεπιμέηπος 8, ηο οπθογώνιο με διαζηάζειρ 2 2 (ηεηπάγωνο) έσει μέγιζηο εμβαδόν ίζο 

με 4». 

 

Καζώο ε θνξπθή ηεο παξαβνιήο θαη ηα ζεκεία ηνκήο ηεο κε ηνλ άμνλα  είλαη 

εκθαλή, νη καζεηέο κπνξνύλ λα ινγαξηάζνπλ θαη ηελ εμίζσζε ηεο παξαβνιήο.  

 

ηελ 5
ε
 δξαζηεξηόηεηα δξνκνινγείηαη ε καζεκαηηθή απόδεημε ηνπ παξαπάλσ 

πξνβιήκαηνο. Ζ πνξεία είλαη αληίζηξνθε, πξώηα εμάγεηαη ν ηύπνο ελόο ηξησλύκνπ 

θαη έπεηηα αλαδεηείηαη ην κέγηζηό ηνπ, δειαδή νη ζπληεηαγκέλεο ηεο θνξπθήο ηεο 

παξαβνιήο - γξαθηθήο παξάζηαζεο ηνπ ηξησλύκνπ. 

 

Οη  αζθήζεηο πνπ δίλνληαη γηα ην ζπίηη, αθελόο ζηνρεύνπλ ζηελ κεγαιύηεξε 

εμνηθείσζε κε ην πξόβιεκα θαη αθεηέξνπ ζηελ γελίθεπζή ηνπ. 

 

Φύλλο εργασίας 2 

 

ΣΟ ΠΡΟΒΛΖΜΑ: Από ηα νξζνγώληα παξαιιειόγξακκα κε ζηαζεξή πεξίκεηξν ίζε κε 

8cm, λα βξεζεί εθείλν πνπ έρεη ην κέγηζην εκβαδόλ. 

 

 

ΜΔΡΟ Α΄: Δξοικείωζη με ηιρ γεωμεηπικέρ έννοιερ ηος πποβλήμαηορ 

 



Γπαζηηπιόηηηα 1. 

1) ην παξαθάησ πιέγκα, ζρεδηάζηε δύν νξζνγώληα παξαιιειόγξακκα κε θνξπθέο 

ζεκεία ηνπ πιέγκαηνο θαη πεξίκεηξν 8cm – θάζε ηεηξαγσλάθη έρεη κήθνο 1cm.  

 

         
   

2) Τπνινγίζηε ηα κήθε ησλ πιεπξώλ θαη ην εκβαδόλ ηνπο. 

 

………………………………………………………………………………………… 

 

3) πγθξίλεηε ηα εκβαδά ηνπο.  

 

………………………………………………………………………………………… 

 

4) Πόζεο πιεπξέο απαηηνύληαη γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ εκβαδνύ; 

 

 ………………………………………………………………………………………. 

 

5) Ση ζρέζε έρνπλ νη πιεπξέο απηέο; 

 

………………………………………………………………………………………… 

 

6) Πώο ζρεηίδεηαη ην άζξνηζκά ηνπο κε ηελ πεξίκεηξν ηνπ νξζνγσλίνπ; 

 

………………………………………………………………………………………… 

 

 

ΜΔΡΟ Β΄: Γιεπεύνηζη ηος πποβλήμαηορ, διαηύπωζη εικαζίαρ 

 

Γπαζηηπιόηηηα 2. 

Αλνίμηε έλα λέν αξρείν ηνπ ινγηζκηθνύ Geogebra. 

 

Γπαζηηπιόηηηα 3. 

«Δπζεηνπνίεζε» ηνπ πξνβιήκαηνο: 

 

Καηαζθεπάζηε έλα επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ κε κήθνο 4cm θαη δεκηνπξγήζηε έλα 

ηπραίν εζσηεξηθό ηνπ ζεκείν Γ.  

 



Σα κήθε ησλ ηκεκάησλ  …….. θαη ……...  είλαη πιένλ νη δύν δηαζηάζεηο ηνπ 

νξζνγσλίνπ πεξηκέηξνπ 8cm, ελώ ην γηλόκελν ………………….   εθθξάδεη ην 

εκβαδόλ. 

 

Γπαζηηπιόηηηα 4. 

1) Μεηξήζηε ηα κήθε ΑΓ θαη ΓΓ. 

2) Γεκηνπξγήζηε ηνλ αξηζκό GINOMENO πνπ λα ππνινγίδεη ην γηλόκελν  . 

3) Καζώο ζέξλεηε ην ζεκείν Γ επί ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ, πώο κεηαβάιιεηαη ην γηλόκελν  

; Καηαζθεπάζηε ην ζεκείν Μ κε ηεηκεκέλε ην κήθνο ηνπ ΑΓ θαη 

ηεηαγκέλε ην GINOMENO, δειαδή ην . Υξεζηκνπνηήζηε ηε 

ιεηηνπξγία ηνπ «ίρλνπο ζεκείνπ» θαη ηνπ «γεσκεηξηθνύ ηόπνπ» πξνθεηκέλνπ λα 

απαληήζεηε ην εξώηεκα. 

4) Ση ζρήκα (θακπύιε) πξνθύπηεη;    ……………………………………………….. 

5) Θα κπνξνύζαηε λα πξνζδηνξίζεηε ηελ εμίζσζε ηεο θακπύιεο απηήο; 

……………………………………………………………………………………… 

6) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ΑΓ ην γηλόκελν  (=εκβαδόλ) γίλεηαη κέγηζην; 

…………………….. 

7) Γηαηππώζηε ηελ εηθαζία ζαο γηα ηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο: 

«Από ηα οπθογώνια παπαλληλόγπαμμα με ζηαθεπή πεπίμεηπο ίζη με 8cm, εκείνο πος 

έσει ηο μέγιζηο εμβαδόν είναι ηο………………………………………………………………» 

 

 

ΜΔΡΟ Γ΄: Απόδειξη ηηρ εικαζίαρ και λύζη ηος πποβλήμαηορ 

 

Γπαζηηπιόηηηα 5. 

Έζησ x θαη y νη δηαζηάζεηο ελόο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ  κε πεξίκεηξν ίζε 

κε 8cm. 

1) Δθθξάζηε ην y ζπλαξηήζεη ηνπ x. 

 

 

 

2) Δθθξάζηε ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ σο ζπλάξηεζε ηνπ x. πκβνιίζηε κε  

ηελ έθθξαζε απηή. πγθξίλεηε ην απνηέιεζκά ζαο κε ην εξώηεκα 6 ηεο 

δξαζηεξηόηεηαο 4. 

 

 

 

3) ρεδηάζηε ζην παξαθάησ ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ κηα πξόρεηξε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο  f θαη βξείηε ηελ κέγηζηε ηηκή ηεο. Γηα πνην x επηηπγράλεηαη ε 

κέγηζηε απηή ηηκή; 

 



                                      
 

4) Από ηα νξζνγώληα παξαιιειόγξακκα κε ζηαζεξή πεξίκεηξν ίζε κε 8cm, εθείλν 

πνπ έρεη ην κέγηζην εκβαδόλ είλαη ην  …………………………………………… 

 

 

 

 

Δπγαζία για ηο ζπίηι 

 

Άζκηζη 1. Από ηα νξζνγώληα παξαιιειόγξακκα κε ζηαζεξή πεξίκεηξν ίζε κε 10cm, 

λα βξεζεί εθείλν πνπ έρεη ην κέγηζην εκβαδόλ. 

Άζκηζη 2. Από ηα νξζνγώληα παξαιιειόγξακκα κε ζηαζεξή πεξίκεηξν   ( ) λα 

βξεζεί εθείλν πνπ έρεη ην κέγηζην εκβαδόλ. 

 

 

6. ΕΠΕΚΣΑΗ  

Σν ζπγθεθξηκέλν ζελάξην ζα κπνξνύζε λα απνηειέζεη ηε βάζε πάλσ ζηελ νπνία 

είλαη δπλαηό λα νξγαλσζεί ε δηδαζθαιία θαη άιισλ πξνβιεκάησλ κέγηζηεο θαη 

ειάρηζηεο ηηκήο. Δπί παξαδείγκαηη,  κηα ελδηαθέξνπζα επέθηαζε ηνπ παξόληνο 

ζελαξίνπ ζα κπνξνύζε λα είλαη ε δηεξεύλεζε θαη ε επίιπζε ηεο δπηθήο έθδνζεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο 2, δειαδή: «Από ηα οπθογώνια παπαλληλόγπαμμα με ζηαθεπό εμβαδόν, 

να βπεθεί εκείνο πος έσει ηην ελάσιζηη πεπίμεηπο».  

 

7. ΑΞΙΟΛΟΓΗΗ  ΜΕΣΑ ΣΗΝ ΕΦΑΡΜΟΓΗ 

Ωρ ππορ ηιρ επιδιώξειρ ηος ζεναπίος:  

Μεηά ηελ πινπνίεζε ηνπ ζελαξίνπ ν δηδάζθσλ ειέγρεη ηελ επίηεπμε ησλ ζηόρσλ ηνπ 

ζελαξίνπ. Έλαο ηξόπνο είλαη ε θαηαζθεπή θαηάιιεισλ εξσηήζεσλ θαη αζθήζεσλ ηηο 

νπνίεο ν θαζεγεηήο ζα απεπζύλεη ζην ηέινο ζηνπο καζεηέο γηα λα ειέγμεη ηνλ βαζκό 



θαηαλόεζεο ησλ ελλνηώλ πνπ είραλ εκπιαθεί θαη ζα παξέκβεη δηνξζσηηθά αλ απηό 

απαηηείηαη. 

 

Ωρ ππορ ηα επγαλεία:  

Ο εθπαηδεπηηθόο ειέγρεη ηελ επθνιία κε ηελ νπνία νη καζεηέο αμηνπνίεζαλ ηα 

εξγαιεία ηνπ ινγηζκηθνύ Geogebra θαη επηζεκαίλεη ηηο ελδερόκελεο ηδηαηηεξόηεηεο. 

 

Ωρ ππορ ηη διαδικαζία ςλοποίηζηρ:  

Ο δηδάζθσλ θαιό είλαη λα θξαηάεη ζεκεηώζεηο γηα ηηο δπζθνιίεο πινπνίεζεο ησλ 

δηαθόξσλ δξαζηεξηνηήησλ ώζηε λα είλαη ζε ζέζε ζην κέιινλ, αλάινγα κε ηνλ 

δηαζέζηκν ρξόλν ή ην γλσζηηθό επίπεδν ησλ καζεηώλ, λα πξνβαίλεη ζε αιιαγέο ζηε 

ξνή, ζηηο δξαζηεξηόηεηεο ή αθόκα θαη ζηα δεηνύκελα. 

 

Ωρ ππορ ηην πποζαπμογή και ηην επεκηαζιμόηηηα: 

 Ο εθπαηδεπηηθόο κεηά από θάζε εθαξκνγή ηνπ ζελαξίνπ επαλεθηηκά ηε δνκή ηνπ θαη 

ζρεδηάδεη, αλ ην θξίλεη απαξαίηεην, λέεο δπλαηόηεηεο θαη επεθηάζεηο.  

 

 

8. ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

Ζ βηβιηνγξαθία  είλαη ελδεηθηηθή θαη δελ έρεη ηελ έλλνηα ηεο ζεσξεηηθήο 

ηεθκεξίσζεο αιιά θπξίσο είλαη αλαθνξά ζηα ρξεζηκνπνηνύκελα εγρεηξίδηα. 
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